Klassische Wahrscheinlichkeit (Zufall, Wahrscheinlichkeit)

Gebrauchliche Bezeichnungen:

Zufallsexperiment (Zufallsbeobachtung): ein (zumindest theo-
retisch) beliebig oft wiederholbarer Vorgang, bei dem meh-
rere verschiedene Ausgidnge moglich sind, deren Eintreten
jedoch zufdllig erfolgt

zufdllig: nicht vorhersehbar

Ergebnis eines Zufallsexperiment: jeder mogliche Ausgang
(jede Realisierung) bei einem Zufallsversuch

Ergebnismenge, Sicheres Ereignis S: die Zusammenfassung
aller moglichen Ergebnisse (Ausgéinge, Realisierungen) eines
Zufallsexperiments

Bemerkung: Eine mathematische Beschreibung von Zufalls-
erscheinungen ist in verschiedener Form moglich. Bewédhrt
und ubersichtlich ist die Mengenschreibweise, die wir daher
unseren Uberlegungen zugrunde legen wollen.

Ereignis E: eine beliebige Teilmenge der Ergebnismenge S

Ein Ereignis tritt ein, wenn eines der Ergebnisse, die E bil-
den, beobachtet wird.

Besteht ein Ereignis nur aus einem einzigen Ergebnis, so
nennt man es Elementarereignis.

Bemerkungen:

- Korrekterweise misste zwischen einem Ereignis (Reali-
tat) und der Ereignismenge (mathematisches Modell) un-
terschieden werden. Da eine Verwechslung nicht zu be-
fiirchten ist, verzichtet man auf eine Unterscheidung.

- Zu unterscheiden sind aber Ergebnisse (Elemente einer
Menge) und Ereignisse (Teilmengen).

Das unmdégliche Ereignis U beinhaltet kein Ergebnis des Zu-
fallsversuchs, es ist keine Realisierung moglich: U= {}.

Das Gegenereignis E (komplementdres Ereignis) tritt genau
dann ein, wenn das Ereignis E nicht eintritt; die MengeE ist
also die Komplementirmenge von E bzgl. S: E:=S\E

Unvereinbare (einander ausschlieflende) Ereignisse: das Ein-
treten des einen Ereignisses schlie3t das Eintreffen des an-
deren aus: E; n E;={}

Bemerkung: Unvereinbare Ereignisse miissen nicht komple-
mentér sein!

Die Wahrscheinlichkeit P(E) eines Ereignisses E ist eine Zahl,
die angibt, in welchem Ausmal} das Eintreten des Ereignis-
ses E bel Durchfihrung des Zufallsexperiments zu erwarten
sein wird.

a) Werfen einer Miinze
b) Wirfeln mit zwei Wiirfeln

Ec) Ermitteln der Lebensdauer ei-

ner Glihbirne

a) Zahl (Z) oder Wappen (W)

b) =z. B. das Augenzahlenpaar 1-3,
kurz (1; 3)

¢) x Stunden, xOR;

‘a) S={Z;W}
1b) S ={(11):(152); (13 3);....: (65 6)}
éc) S=R;

Bemerkung: Wir bezeichnen Ereig-
i nisse mit Grobuchstaben.

a) A:,Der Munzwurf ergibt ,Zahl®,

A={Z}

'b) B:,Werfen eines ,,Pasch® mit ge-

raden Augenzahlen®,
B=1{(2;2); (4:4); (6;6)}

Ec) C: ,Lebensdauer von hochstens

1000 Stunden®,
C=[0;1000]

1 z. B.: ,Die Summe der Augen zweier
r Wiirfel soll durch 3 und 5 teilbar
| sein“ ist ein unmogliches Ereignis.

a) A={W}
¢) C =]1000; oof
i'b) D;:,Beide Wiirfel zeigen gerade
! Augenzahlen”
D,: ,,Die Wiirfel zeigen ungerade
Zahlen*

D, und D, schlieBen sich aus, sie
sind aber nicht komplementér.

1 Bei P(E)) < P(E,) erwartet man, dass
idas Ereignis E, 6fter bzw. ,leichter®
' eintreten wird als das Ereignis E,.
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Klassische Wahrscheinlichkeit (Zufall, Wahrscheinlichkeit)

Bemerkungen:

Das Ereignis E: ,,entweder das Ereignis E, oder das Ereignis
E, tritt ein“ wird beschrieben durch: E=E, OE, .

Das Ereignis E: ,sowohl das Ereignis E; als auch das Ereignis
E, treffen ein® wird geschrieben als: E=E, n E,.

Fur E,0E, , E; n E, sagen wir kurz:
1 ,E; oder E;*“ bzw. ,E; und E,“ (treffen
i ein).

LarrAcE-Wahrscheinlichkeit (Klassische Wahrscheinlichkeit)

a)

b)

Ein LAPLACE- Experiment ist ein Zufallsversuch mit (nur) end-
lich vielen Ergebnissen, bei dem man (z. B. aus Symmetrie-
grinden) erwartet, dass keines der Ergebnisse gegentiber
den anderen bevorzugt realisiert wird: Alle moglichen Aus-
géange sind gleichwahrscheinlich.

Fur ein LaPLACE- Experiment definiert man als Wahrschein-
lichkeit P(E) eines Ereignisses E den Quotienten aus der
Anzahl g der Ergebnisse, bei denen E eintritt (,gunstige” Fal-
le), und der Anzahl m aller méglichen Ergebnisse:

Wiirfeln mit einem ,idealen” Wirfel:
' Dieser ist homogen und véllig sym-
' metrisch; alle Augenzahlen sind im
' selben Ausmal zu erwarten.

iWﬁrfeln mit einem (LAPLACE-) Wir-
1 fel:
'S=1{1;2;3;4;5,6}, d. h., m=6

'E: ,,Werfen einer geraden Augenan-

P(E) =& zahl, die kleiner als 5 ist”,
( )'_; E={2; 4} und damit g=2
E 21
| (E) =3
Eigenschaften der LApLACE-Wahrscheinlichkeit:
a) Die Wahrscheinlichkeit irgendeines Ereignisses E ist nicht
negativ und nicht gréfer als eins:
0 m
0<P(E)<1 0sgsm - —s<&<7
m m m

b)

c)

d)

Im Besonderen gilt fiir das sichere Ereignis S und das un-
mogliche Ereignis U:

(P(S)=1; P(U)=0|

Additionssatz fiir unvereinbare Ereignisse:

SchlieBen einander zwei Ereignisse E; und E, aus, so ist die
Wahrscheinlichkeit von ,E, oder E,“ die Summe der Einzel-
wahrscheinlichkeiten:

|P(E,0E,)=P(E)+P(E,)| fir E, nE,=1{}

Fiir das Gegenereignis E gilt:

P(E)=1-P(E)

Additionssatz fiir beliebige Ereignisse:

Die Wahrscheinlichkeit von ,E; oder E,“ ist die Summe der
Einzelwahrscheinlichkeiten, vermindert um die Wahrschein-
lichkeit fiir das gleichzeitige Eintreffen von E, und E,:

|P(E, D E,) = P(E,) + P(E,) = P(E, n E,)| Ey, E; beliebig

Fir S ist g gleich m, fur U gleich 0.

' Wegen E, nE,={} enthilt E,0E,
genau so viele Elemente wie E; und
E, zusammen:

i +
' P(E,0E,)=81"8-51,8&
i m

Folgt wegen E n E ={} aus b)

iBeweis durch Aufteilung in unver-
ieinbare Ereignisse und Anwendung
1von b):

| P(E, DE,)=P(E,) + P(E, nE,)

Daraus eliminiert man P(E, n E,).

m m

P(E,) = P(E, n E2)+P(E1 nE,)
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Klassische Wahrscheinlichkeit (Zufall, Wahrscheinlichkeit)

Unabhingige Ereignisse:
Im Folgenden seien E; und E, zwei Ereignisse mit P(E,) #0

a) Die bedingte Wahrscheinlichkeit von E; unter der Vorausset-
zung E, ist das Verhéltnis der Wahrscheinlichkeiten fur das
gleichzeitige Eintreten von E; und E, und des Ereignisses E,:

P(E, nE,)

P, [E2) ==

Bemerkung: Die bedingte Wahrscheinlichkeit gibt also den
(Wahrscheinlichkeits-) Anteil von E, am Eintreten von E;
wieder d. h., sie liefert die Wahrscheinlichkeit fiir das Ereig-
nis E;, wenn bereits Ndheres tiber den Ausgang eines Zufalls-
versuchs bekannt ist (das Ereignis E, ist schon eingetroffen)
oder eine einschridnkende Annahme fiir den Ausgang des Ex-
periments getroffen wird (Hypothese beziiglich des Eintref-
fens von E,).

b) Andert das (tatséchliche oder angenommene) Eintreten eines
Ereignisses E, nichts an der Wahrscheinlichkeit fiir das Er-
eignis E,, gilt also

’

|P(E, |E,) = P(E,)

so ist E; (stochastisch) unabhdngig von E,. In jedem anderen
Fall ist E, von E, (stochastisch) abhéngig.

iBeispiel: (Einmaliges) Werfen eines
1 Wiirfels; gefragt ist die Wahrschein-
ilichkeit fiir das Wiirfeln einer Zwei
toder Drei (Zwei oder Vier) unter der
' Annahme, dass der Wurf eine gera-
i de Zahl zeigt.

| Ei: ,Augenzahl 2 oder 3% E,= {2; 3}
1 Ey: ,Augenzahl 2 oder 4% E,= {2;4}
1 E3: ,,Gerade Augenzahl®, E;={2;4;6}

E,nE,={2} und E, n E; ={2; 4}

iBeispiel: E, ist wegen P(E,) =1 un-
iabhéngig von E;, auf E, trifft dies
wegen P(E,) =1 nicht zu (E, ist von
E; abhéngig).

stochastisch: die Wahrscheinlichkeit
i bzw. den Zufall betreffend

Bemerkungen:

e Unabhéngigkeit im Sinne von Wahrscheinlichkeitsbetrach-
tungen beinhaltet den sprachlichen Unabhéngigkeitsbegriff
(,Ob man heute etwas isst hat keinen Einfluss darauf, ob es
regnet oder schneit.”), sie beschriankt sich jedoch nicht auf
diesen, sondern geht dartiber hinaus: Stochastisch unabhén-
gig ist ein Ereignis auch dann, wenn trotz einer Beeinflus-
sung (Einschriankung der moéglichen Ergebnisse!) die Wahr-
scheinlichkeit fiir das Eintreffen unveriandert bleibt.

*  VergroBert (verkleinert) sich die Wahrscheinlichkeit des Er-
eignisses A durch das Eintreten von B, so begiinstigt (behin-
dert) B das Ereignis A.

iBeispiel: Zweimaliges Wurfeln; das
i Werfen einer Zwei beim 2. Wurf ist
runabhéngig von einer im 1. Wurf ge-
i wiirfelten Zwei. Die Berechnung der
i Wahrscheinlichkeit bestétigt dies:

E;: ,,Werfen einer Zweil beim k-ten von
zwel Wirfen®, d. h.,

E, ={(2;1);(252);...;(2;5); (2; 6)}
E, ={(1;2); (25 2);...;(5; 2); (65 2)}
_PE,NE) _5% _,

- P(E2|E1)—TEI)—T—Z

36

Satz iliber unabhéngige Ereignisse

Fir zwei Ereignisse E, und E, mit P(E,) # 0 gilt: Ist E; unabhéingig
von E,, so ist auch E, unabhéngig von E;, und die Wahrscheinlich-
keit fiir deren gleichzeitiges Eintreten ergibt sich aus der Formel

|P(E, nE,)=P(E))[P(E,)|

(Statt ,,E; ist unabhéngig von E,“ kann man daher auch ,E; und E,
sind voneinander unabhingig” sagen.)

i Aus ,,E, ist unabhingig von E,“ folgt:

| _ _ P(E, nE,)
P(E)) = P(E, |E,) = P(E,)
iund damit
iP(E2|E1)=....=P DLP(E,)
! PE)
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Klassische Wahrscheinlichkeit (Zufall, Wahrscheinlichkeit)

Wichtige Beziehungen:

a) Multiplikationssatz: Fir zwei, drei oder mehr Ereignisse E;
mit P(E) %0 gilt:

P(E, nE,) = P(E,)LP(E, |E,) = P(E,) LP(E, | E,)

usw.
P(E, nE, nE;)=P(E)[P(E, |E)LP(E; | E, n E,)

Im Folgenden sei das Sichere Ereignis S in endlich viele, paar-
weise unvereinbare Ereignisse E, ...., E, aufgeteilt (E; n E;= {} fur
alle i #k):

b) Satz von der totalen Wahrscheinlichkeit: Fiir ein belie-
biges Ereignis A gilt

P(A)= Y P(E,) (P(A|E,)

k=1

c) Satz von Baygs: Die bedingte Wahrscheinlichkeit von E; un-
ter der Voraussetzung A, P(A) # 0, erhilt man mit

P(E,) CP(A|E))

P(E; | A) = —
D P(E,)[P(A|E,)

k=1

Bemerkungen:

e Mit Hilfe der beiden letzten Sétze ist es nun moglich, Wahr-
scheinlichkeiten bei Zufallsversuchen, die nicht mehr der La-
PLACE- Bedingung geniigen, zu berechnen: Beim nebenstehen-
den Beispiel ist die Chancengleichheit nicht gegeben, da die
Kugeln in den Urnen eine unterschiedliche Verteilung haben
und die vorgeschaltete Urnenwahl den Ziehprozess beein-
flusst. Die Auswahl der Urnen selbst und das Entnehmen
einer Kugel aus einem bestimmten Gefil3 sind aber LAPLACE-
Versuche.

e Die Multiplikationsregel und der Satz von der totalen Wahr-
scheinlichkeit lassen sich mit einem Baumdiagramm veran-
schaulichen, wenn pro Verzweigung die Summe der Wahr-
scheinlichkeiten der Aste den Wert eins ergibt:

—° P(BinAp)=PA)PB | A1)
Bi: P(Bi|A)
o Die Verzweigungs- und Endpunkte stellen
Az P(A)  Bu: P(BnlA) die ,,Und-Ereignisse“ dar. Ihre Wahrschein-
T lichkeiten berechnet man durch Multiplika-
tionen der vorangegangenen (linksstehen-
den) ,Pfadwahrscheinlichkeiten“. Gehoren

zu einem Ereignis E mehrere Endpunkte,

An: P(Ar)

Bun: P(Bu| A'io so werden die entsprechenden Wahrschein-
| lichkeiten addiert.

m
D P(BA,) =1

i=1

P(G)=P(U, |R) =

iDie Multiplikationsregel ergibt sich
rdurch fortgesetzte Anwendung der
rbedingten Wahrscheinlichkeit:

. P(E,nE, nE,)=
| P(E, n E,)[P(E; |E, nE,)
P

| P(E)[P(E, |E))

| Aus = JE, folgt A=|JANnE,)
i k=1

k=1

rund daraus mit dem Additionssatz
| fiir unvereinbare Ereignisse

' P(A)=Y P(ANE,)

k=1

Mit dem Multiplikationssatz folgen
i die Behauptungen b) und c).

! Beispiel: Von zwei Urnen enthéilt
' die erste 2 rote und 4 blaue Kugeln,
die zweite 5 rote und 4 blaue. Einer
ider Urnen wird eine Kugel entnom-
rmen. Wie grof3 sind die Wahrschein-
' lichkeiten fir die Ereignisse

' E: ,, Kugel ist rot und aus Urne 1¢
1 F: ,Ziehen einer roten Kugel®
G: ,Eine entnommene rote Kugel ist

eine Kugel aus Urne 1¢

Wir betrachten die Ereignisse

Uy,: ,,Urne 1 bzw. 2 gewéhlt”“ und

R, B: ,rote bzw. blaue Kugel ziehen
Mit P(U,)=+5;P(R|U) =4 so wie
P(R|U,) =2 folgt dann:

3

| P(E)=P(RnU)=P(U)P(R|U)=1+
| P(F)=P(R 0 U)+P(RnU,) =4

PRNU) _
PR)

oolus

' Baumdiagramm fiir dieses Beispiel:

r %ﬂRﬁU]Z %Bj—:%
U, %”<2 j |
b 3=BnU 7@:?
r 3 .RnU =
U, %\’?ZA " B
9~ —
P™BU 4G =3

25. Januar 2003

Seite 4 von 4



