Erweiterter Wahrscheinlichkeitsbegriff (Axiome, Wahrscheinlichkeitsverteilungen)

Wie wir gesehen haben, ist die bisher behandelte LapLacE- Wahr-
scheinlichkeit fiir komplexere Anwendungen nicht ausreichend:
Mehr als endlich viele mogliche Ergebnisse und fehlende Modelle
bzw. Einsichten zur Beurteilung der Gleichwahrscheinlichkeit
fihren rasch zu einem Versagen des bisherigen mathematischen
Modells.

A. N. KOLMOGOROFF zeigte, dass sich alle Eigenschaften des klassi-
schen Wahrscheinlichkeitsbegriffs aus einigen Grundeigenschaf-
ten, den Wahrscheinlichkeitsaxiomen, ableiten lassen und so eine
Verallgemeinerung des Wahrscheinlichkeitsbegriffs moglich ist.

' Glihbirne: Fir deren Lebensdauer
' kommen unendlich viele Ergebnisse
'in Frage, es gibt (noch?) kein physi-
ikalisches Modell, das eine Beurtei-
ilung der wahrscheinlichen Lebens-
tdauer erlaubt — hier hilft nur die
' Beobachtung!

 Axiom: Eine (Grund-) Tatsache, die
' ohne Beweis (-moglichkeit) als wahr
} angenommen wird.

Axiome der Wahrscheinlichkeitsrechnung:

e Axiom 1. Die Wahrscheinlichkeit (fur das Eintreten) eines
zufdlligen Ereignisses E ist eine reelle Zahl P(E) mit

*  Axiom 2: Die Wahrscheinlichkeit des Sicheren Ereignisses S
ist gleich eins:

e Axiom 3: Fur abzdhlbar unendlich viele und paarweise un-
vereinbare Ereignisse E;, E,, .... ergibt sich die Wahrschein-
lichkeit fur das Eintreten eines dieser Ereignisse als Summe
der Einzelwahrscheinlichkeiten:

|P(E,0E, 0..) = P(E))+ P(E,) +....|

Bemerkung: Durch die Axiome wird
inichts dariiber ausgesagt, wie man
rein ,,verninftiges“ Wahrscheinlich-
i keitsmaB fiir ein Zufallsexperiment
terhilt! Sie ermoglichen nur ein Ur-
 teil dariiber, ob ein Wahrscheinlich-
keitsmal} vorliegen kann.

abzéhlbar unendlich: Die Ereignisse
lassen sich mittels der natiirlichen
i Zahlen (durch-) nummerieren.

Bemerkung: Unendlich viele Ergebnisse fiithren dazu, dass einzel-
ne Ereignisse die Wahrscheinlichkeit null (bzw. eins) haben kon-
nen, ohne dass sie deshalb das Unmdgliche (bzw. Sichere) Ereig-
nis sein missen! Auf die damit verbundene Problematik kann
und wird hier nicht eingegangen, die im Folgenden behandelten
Begriffe (z. B. ZufallsgroBle) werden daher auch nicht mit ,letzter
mathematischer Strenge® eingefiihrt.

rJemand soll — zufillig — eine ganze
i Zahl nennen. Dass dabei gerade 433
' ausgewdahlt wird, ist bestimmt nicht
unwahrscheinlich, obwohl die Wahr-
i scheinlichkeit fiir diese Wahl gleich
inull ist.

Statistische (bzw. empirische) Wahrscheinlichkeit

Wird ein Zufallsversuch (beliebig) oft durchgefiihrt, so ndhern
sich die beobachteten relativen Haufigkeiten 4(E) eines Ereignis-
ses E immer mehr einem bestimmten Wert, die Schwankungen
werden immer kleiner: Empirisches Gesetz der groffen Zahlen.

Da dieser (statistische Grenz-) Wert bei LAPLACE- Versuchen der
klassischen Wahrscheinlichkeit entspricht, wéhlt man die relati-
ven Haufigkeiten als Schditzwerte fir die gesuchte Wahrschein-
lichkeit:

Bemerkung: Umgekehrt interpretiert man daher auch die Wahr-
scheinlichkeit als Haufigkeit. Hat ein Ereignis die Wahrschein-
lichkeit P(E), dann erwartet man, dass dieses Ereignis bei n Ver-
suchen ungefihr n[P(E)— mal auftreten wird.

i Beispiel: Werfen einer Miinze
' E: ,,Zahl liegt oben“

' Bestimmt werden sollen die relati-
iven Héufigkeiten nach 20, 40 usw.
iWiirfen.
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Erweiterter Wahrscheinlichkeitsbegriff (Axiome, Wahrscheinlichkeitsverteilungen)

Geometrische Wahrscheinlichkeit

Sind bei einem Zufallsexperiment unendlich viele Ergebnisse
moglich, so kann versucht werden, diese auf Kurven, Fldchen
usw. eindeutig abzubilden. Haben dann alle Punkte dieser Kurve
(Flache) die gleiche Chance, gewihlt zu werden, so lassen sich die
Wahrscheinlichkeiten durch die Verhiltnisse von Teilldngen
(bzw. Teilfldchen) zur Gesamtliange (Gesamtflidche) angeben.

iBeispiel: Anton und Berta méchten
' sich zwischen 8" und 9 Uhr tref-
ifen. Sie vereinbaren, jeweils 10 Mi-
'nuten auf einander zu warten. Mit
i welcher Wahrscheinlichkeit kommt
'es zu einem Treffen, wenn keiner
ivor 8" erscheinen bzw. nicht linger
1 als bis 9% Uhr warten kann?

T: ,A und B treffen einander®, also

T={(talts)| ta, t80[8:;9] O | t,—t5|< £}
| BA
E Qoo

- — {(taltaxe) | A 0[0;10]} 0T

| Treffen moglich

‘ol | Zeit, in der A am Treff-
g fn 9% 7 punkt ist (sein kann).

5 —1_2 =1

i~ P(D=1-5=5

Achtung: Bei geometrischen Wahrscheinlichkeiten kann es sein,
dass die Wahrscheinlichkeitsbestimmung nicht eindeutig ist, da
durch verschiedene Anséitze, welche als durchaus ,verniinftig”
angesehen werden kénnen, unterschiedliche Ergebnisse moglich
sind, wie das untenstehende Problem zeigt.

Beispiel: In einem Kreis mit dem Radius  soll eine Sehne gezo-
gen werden. Wie grol} ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass die
Sehne ldnger als der Radius ist (Ereignis E)?

Fir die Berechnung betrachten wir zwei Moéglichkeiten, wie diese
Sehne festgelegt werden konnte (jede scheint ,richtig® zu sein):

a) Die Sehne wird durch einen festen (A) und einen zufillig ge-
wihlten Punkt (B, B', B”, ...) gelegt.

b) Die Sehne wird durch einen Punkt (P, P', P", ...) eines fest-
gelegten Durchmessers und normal zu diesem gezeichnet.

Die Punkte B’, P' liegen gunstig, die Punkte B", P" ungiinstig fiir
das betrachtete Ereignis E. B und P markieren die Grenzlagen.

Neben den Wahrscheinlichkeiten spielen auch deren Verteilun-
gen eine grolle Rolle. Dabei zeigt sich, dass bei Zufallsexperimen-
ten unterschiedlicher Art (z. B. Wiagen von Massen — Messen von
Liangen bzw. Entdecken von Ausschussteilen — Auftreten von
Knabengeburten) nicht nur dhnliche Verteilungen, sondern auch
dhnliche Fragestellung von Bedeutung sind. Dies fithrt in einem
gewissen Sinn zu einer Standardisierung und letztlich zu einer
Beschriankung auf einige wenige Verteilungen und deren Kenn-
groflen (Letztere sind die wahrscheinlichkeitstheoretischen Ent-
sprechungen der in der beschreibenden Statistik verwendeten
Begriffe wie z. B. Merkmale, Hiufigkeitsverteilungen, Mittelwert
oder empirische Standardabweichung).

Abb. zu b)

Abb. zu a)
240° 2
P(E)=——=—
a) EE) 360° 3
by P ()= 2E0s30° V3
' 2r 2

| Es gilt aber P,(E) # B,(E) !!

Fur ein Textilunternehmen ist es
1 wichtig zu ,wissen®, welche Mengen
1in den einzelnen Konfektionsgréfen
1 erzeugt werden sollen, um die Nach-
| frage zu decken, ohne dass es dabei
i zu Uberproduktionen (den spéteren
,Restposten®) kommt.

16. Februar 2003

Seite 2 von 10



Erweiterter Wahrscheinlichkeitsbegriff (Axiome, Wahrscheinlichkeitsverteilungen)

a)

b)

Zufallsvariable, Verteilungsfunktion

Eine Funktion X, die jedem Ergebnis eines Zufallsversuchs
eine reelle Zahl zuordnet, heillit Zufallsgrofe.

Mit X=a wird ein Ereignis beschrieben, das alle Ergebnisse
umfasst, denen durch die Funktion X der Wert a zugeordnet
wird. Wir sprechen daher kurz vom ,Ereignis X=a"“ (Analoges
gilt fir X<a usw.). Die Wahrscheinlichkeit P(E) wird dabei
als die ,Wahrscheinlichkeit des Ereignisses X=a"“ bezeichnet
und als P(X=a) geschrieben.

Ubereinkunft: Zufallsgrofen bezeichnen wir mit GroBbuch-
staben (X, Y ...), ihre (Funktions-) Werte mit kleinen Buch-
staben.

Bemerkungen:

o Ist b keine Zahl aus dem Wertebereich von X, so ist X=5
ein Unmogliches Ereignis und es gilt P(X=5)=0.

e Die Werte einer Zufallsgré3e bilden eine neue Ereignis-
menge Sy, die als ,Vergroberung“ der alten aufgefasst
werden kann.

Als Verteilungsfunktion der Zufallsgréfe X bezeichnet man
die Funktion G mit

G:R - [0;1]
x> G(x):=P(X<x)

Bemerkung: Man beachte, dass Verteilungsfunktionen auf
ganz R erklart sind!

Beispiel: Werfen von zwei Miinzen

i Die Funktion X sei so definiert, dass
i sie den Wurfergebnissen die Anzahl
rzuordnet, wie oft Zahl (Z) zu sehen
Hist: X(WW)=0, X(ZW)=X(WZ)=1,

EX =1 bedeutet daher das Ereignis
rA: ,genau eine Minze zeigt Zahl®

L P(X=1)=P(A)=1

iX >1 beschreibt folgendes Ereignis
i B: ,auf mindestens einer Miinze ist

- P(X21)=P(B)=1

LS = (WW;ZW; WZ; ZZ)

Sy ={0;1;2}
GO
1,0
0,5+
t > X
1 2 3

X(ZZ7)=2

A={ZW; WZ}

Zahl zu sehen®, B={ZW; WZ; ZZ}

c¢) Eine ZufallsgroBe heilt diskret, wenn sie nur endlich viele :Xist eine diskrete Zufallsvariable.
oder abzihlbar unendlich viele verschiedene Werte anneh- |
men kann.
Eine ZufallsgroBe ist stetig, wenn ihre Verteilungsfunktion :Das Gewicht eines zufillig gewéhl-
stetig ist. ' ten Sduglings ist (wére) eine stetige
Zufallsgrofle.
Bemerkungen: Beispiel: Werfen von zwei Wiirfeln

Zufallsgroflen sind Funktionen, daher konnen mit ihnen
auch Vielfache, Summen und Produkte (k[X, X+7Y, X[V ..)
gebildet werden, vorausgesetzt, diese sind fiir die gleiche Er-
gebnismenge erklért.

Diskrete ZufallsgroBen werden vor allem bei (Ab-) Zahlvor-
gidngen angewendet, bei Messgrof3en benutzt man haufig ste-
tige Zufallsvariablen (genau genommen liegen beim Messen
durch die Verwendung gerundeter Messwerte auch diskrete
Verteilungen vor; die meist feinen Unterteilungen des Mess-
intervalls liefert jedoch eine hinreichende Begriindung fur ei-
ne (ndherungsweise) Beschreibung durch stetige Gréf3en).

iX 1) »Augenzahl von Wiirfel 1 (2)%,

z. B. Xi((3;5))=3, Xx((3;5))=5

LY =2X, - Y((3:5)=6
L Z =X, + X2 o Z((3;5) =28

Wird z. B. das Gewicht von Séduglin-
rgen in Gramm angegeben, so ist die
1 GroBe ,Gewicht eines zufillig aus-
rgewdhlten Sduglings® eine diskret
' verteilte ZufallsgroBe, weil nur end-
1 lich viele (Mess-) Werte vorkommen
koénnen.
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Erweiterter Wahrscheinlichkeitsbegriff (Axiome, Wahrscheinlichkeitsverteilungen)

Verteilungsfunktionen entsprechen der Summenhiufigkeit
der beschreibenden Statistik. Bei diskreten Zufallsvariablen
werden sie daher héufig durch Treppenkurven oder Histo-
gramme dargestellt.

Berechnung von (oft benoétigten) Wahrscheinlichkeiten mit
Hilfe von Verteilungsfunktionen:

P(X>a)=1-P(X<a)=1-G(a)
Pla<X<b)=G(b)-G(a)

1 X>a ist das Gegenereignis von X<a
rund damit sind X<aq und a<X<b un-
' vereinbare Ereignisse:

| P(X<b)=P(X<a)+Pla<X<h)

a)

b)

Wahrscheinlichkeitsfunktion, Wahrscheinlichkeitsdichte

Sei X eine diskrete ZufallsgroBe. Als Wahrscheinlichkeits-
funktion bzw. Verteilung von X bezeichnet man die Funktion
g mit
g:R - [0;1]

x—= g(x)=P(X=x)

Bemerkung: Analog zur Summenhéufigkeit folgt fiir eine dis-
kret verteilte Zufallsgrofle X mit den Werten x; die Darstel-
lung von G(x), x, < x<x,+ durch

GO = Y g(x)

Sei X eine stetige Zufallsgrofe. Existiert fir die Verteilungs-
funktion G eine Funktion g von R - [0;1] mit

j g(®) @t =1| und

—00

G(x) = ]Eg(t) Cilt

so nennt man g die Wahrscheinlichkeitsdichte bzw. Dichte-
funktion von X.

Bemerkungen:

e Da fur stetige ZufallsgroBen P(X=a)=0 fur alle a(R gilt,
so gilt auch P(X<a)=P(X<a).

*  Ein Funktionswert G(a) der Verteilungsfunktion G einer
stetigen ZufallsgroBe entspricht dem Inhalt der Fliche
zwischen der Dichtekurve und der x-Achse im Intervall
[-o0; a]. Dementsprechend ergibt sich die Wahrschein-
lichkeit P(a<X<b) als Flacheninhalt im Intervall [a; b].

e Dae fir stetige Zufallsgroflen naheliegende Fldcheninter-
pretation ldsst sich auf diskrete Groflen ibertragen:
Wird die Wahrscheinlichkeitsfunktion g durch ein Histo-
gramm dargestellt, so entsprechen den Werten der Ver-
teilungsfunktion G die Summen der Rechtecksfldchen.

Beispiel 1: Werfen einer Miinze
X ,»2Anzahl der Wirfe, bis erstmalig

x, =1;2;3;... und P(X:xl_):(%)z

Beispiel 2: Gegeben ist
tein Kreis mit dem Ra-
rdius 7. Von einem fes-
rten Kreispunkt P wird
reine Sehne zu einem
i zufillig ausgewéhlten
Kreispunkt Q gezogen.
Y: ,Linge der Sehne PQ*;

Hfiir die Verteilungsfunktion gilt:

0 <0
G = 22 = 2 Gresin 1 0[0: 2]
2 w 2r

1 y>2r
und damit fir die Dichtefunktion:
' 2
: ——  y0[0;2r]
P 8(V) = n Q34 -7
' 0 sonst

Wappen (W) oben liegt®

g(x)

051+ -

gx) J

! b
;P(asxsb)zfg(z)mz

al-
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Erweiterter Wahrscheinlichkeitsbegriff (Axiome, Wahrscheinlichkeitsverteilungen)

Erwartungswert, Varianz und Standardabweichung einer Zufallsgrofe
(g 1st die Wahrscheinlichkeitsfunktion bzw. —dichte der ZufallsgroBe X)

a) Der Erwartungswert E(X) einer Zufallsvariablen X ist | Fortsetzung von Beispiel 1:

e die Summe aller Produkte x; [&(x;), wenn X diskret ist: E(X)= zk L)t = Zk ) =2
| 2

T

p= 0= Y )

bzw. der Grenzwert dieser Summe, wenn X abzidhlbar =

unendlich viele Werte x; besitzt. [E 1 J

-4 (x—l)

[x]>1
Grenzwert einer geom. Reihe

*  bei einer stetigen Grofle das uneigentliche Integral Fortsetzung von Beispiel 2:
@ ! ¢ Lt
M= EX)= [t0g() it E(Y) = jz@(r) [t = hm—J.\/i
= hm [ 4r* -2 } =4r
a-2r 0 T

b) Der Erwartungswert der Zufallsvariablen (X-E(X))? ist die Fir die Beispiele 1 und 2:
Varianz V(X) der Zufallsgrofle X. !

o Ist X diskret, so gilt V(X)= ;(k -2 Wy =
N : R ) S
=V =) (0 -1 B p=EWX) | =2 4D 4D =

k=1 i = 2 =y = 2
baw. fiir abzéthlbar unendlich viele Werte x; R6-42+atd=2
n E w0 2 2
o =V (X)=1lim Y (x, - p) k(x | Lo XY
(X0 = lim 3. (= 40° L (x,) E s
e Fur eine stetige Grofle ergibt sich V)= lir? I — ary?
2 _ — F 02 _ Va4
0" =V ()= [(0- * eto) i H=EX)  =iim ;[___.]0 . m 1)

/]\aHZ T

2
x"dx 2 .
J.\/ﬁ =L arcsind —34b’ - x
b”—x

c¢) Die Quadratwurzel aus der Varianz V(X) ist die Standard-
abweichung (bzw. Streuung) o der Zufallsgrofe X:

o=V (X)
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Erweiterter Wahrscheinlichkeitsbegriff (Axiome, Wahrscheinlichkeitsverteilungen)

Bemerkungen:

Erwartungswert, Varianz und Standardabweichung sind die
wahrscheinlichkeitstheoretischen Gegenstiicke zum arithme-
tischen Mittelwert und der empirischen Varianz bzw. Stan-
dardabweichung.

Fiir die Berechnung der Varianz ergibt sich analog zur empi-
rischen Varianz (siehe beschreibende Statistik):

V(X)=EWX*) -y’

Fur diskrete Zufallsgréoen mit nur endlich vielen Werten x,,
X3, .... , X, lassen sich die Erwartungswerte und Varianzen im-
mer berechnen.

Ist die ZufallsgroBe jedoch stetig oder hat sie zumindest ab-
zdhlbar unendlich viele Werte x;, so brauchen Erwartungs-
wert und Varianz nicht unbedingt zu existieren.

Fur linear transformierte Zufallsgroen ergeben sich verein-
fachende Berechnungsmoglichkeiten, wenn die Erwartungs-
werte und Varianzen der Ausgangsgroflen existieren und be-
kannt sind (a, b0R):

E(aX +b)=aE(X)+b
V(a DX +b) =a> V(X)

Die dem Vergleich dienende Standardisierung ist eine spe-
zielle lineare Transformation der Zufallsgréfe X: Die mittels
Erwartungswert ¢ und Varianz g von X gebildete GréBe

ist die zu X gehorige standardisierte ZufallsgroBe; fur sie gilt:

Beweis:
E(X - ) = E(X? 20X + ) =

= E(X*) = 2UE(X)+ 1’
U

Summen- bzw. Inte-
graleigenschaft

Der Beweis folgt wie vorhin aus den
i Eigenschaften der Summe bzw. des
' Integrals.

Beispiel: Werfen von vier Miinzen

1 X: ,Anzahl der geworfenen Wappen*
x;=0;1;2;3;4

1Y: 3 Gewinnpunkte pro Wappen®
PE(X)=0E-+13+.. +40-=2

V(X)) =00 +155+.. + 1605 27 =1
| o E(Y)=EQBX)=3[EX)=6

VY)=v@RX)=3>(X)=9

Fortsetzung Miinzenbeispiel:

=¥ - z;=-2;-1;0;1;2
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Erweiterter Wahrscheinlichkeitsbegriff (Axiome, Wahrscheinlichkeitsverteilungen)

Binomialverteilung (BERNOULLI-Verteilung)

Ein Zufallsexperiment ist ein BERNOULLI- Experiment, wenn

¢ nur zwei verschiedene Ergebnisse moglich bzw. von Interesse
sind und

« diese einander ausschlieBen: Erfolg E, Misserfolg M =E .

Die Wahrscheinlichkeit fiir den Erfolg sei p=P(E), fir den Miss-

erfolg g=PM)=1-p.

Bei n-maliger Durchfihrung dieses Experiments spricht man von

einem n-stufigen BERNOULLI-Experiment.

a) Betrachtet man die Zufallsgrole X: ,,Anzahl der Erfolge bei
einem n-stufigen BERNOULLI-Versuch”, so heil3t die zugehorige
Verteilung Binomialverteilung mit den Parametern n und p
(X ist binomialverteilt).

b) Fir die Binomialverteilung gilt: Die Wahrscheinlichkeit fiir
genau k Erfolge ist gegeben durch

Pac=n (7)o g

und die Verteilungsfunktion hat die Darstellung

0 fiir x<0
G(x) = Q n k n—k . >
;(k] p* 4 fiir x=0

wobel m<n die grofite ganze Zahl ist, fir die m<x gilt.

P(X=k) G(x)

A A
03F 1,0
02+

0,5+
0,11
_[O k | x
5 10 5 10

Wahrscheinlichkeitsverteilung und Verteilungsfunktion fiir n=10; p=0,3

c¢) Erwartungswert und Varianz der Binomialverteilung erge-
ben sich aus den Formeln

E(X)=p=nlp
ViX)=0*=npy

' Beispiele:

' Miinzwurf (E: ,Zahl wird geworfen®)
' Funktionspriifung eines Apparats
(E: ,,funktionsfihig®)

i Testen auf eine bestimmte Krank-
theit (E: ,nicht infiziert®)

Mehrmaliger Minzwurf, Endabnah-
' me bei einer Produktion, Reihenun-
| tersuchung.

Nach dem Satz iiber unabhingige
' Ereignisse gilt fir jede beliebige Se-
rie von k Erfolgen bei n—k Misserfol-
i gen die Wahrscheinlichkeit p‘q

iDa es (Zj derartige (ungeordnete)

i Stichproben® gibt, folgt daraus die
Behauptung.

E(X) Zk(sz ¢
S f

Der Beweis fiir die Varianz verlduft
 dhnlich (mit * =k [k -1)+k).

k n—k

(n)pkqn—k =
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Erweiterter Wahrscheinlichkeitsbegriff (Axiome, Wahrscheinlichkeitsverteilungen)

Bemerkungen:

* Die Binomialverteilung wird auch auf Zufallsexperimente
angewandt, die nur ndherungsweise einem n-stufigen BER-
NoULLI-Versuch entsprechen, wie dies beispielsweise bei der
Verwendung statistischer Wahrscheinlichkeiten der Fall ist
(Anzahl von Knabengeburten, Ausschussanteile bei einer
Massenfertigung etc.).

e Die Berechnung der Wahrscheinlichkeit bei einem n-stufigen
BERNOULLI-Experiment kann rekursiv erfolgen:

n—k

P(X=k+1)=
( )=

P P(x=k)| fir k=0:1;...n-1
q

i P(X= k+ 1) = (k’j_lj @k*‘lqn—(kﬂ) —

_n—k EéZjl:pkqn_k Bg
q

k1

PoissoN-Verteilung (Verteilung fiir seltene Ereignisse)

Betrachtet man n-stufige BErRNoOULLI-Experimente, bei denen bei
gleichbleibendem Erwartungswert g die Anzahl » der Wiederho-

lungen sehr grol3 wird,

so zeigt sich, dass die Werte der Binomial-

verteilung immer besser auf einer bestimmten Kurve liegen. Im

Folgenden sei y=3:

P(X=k)
A
03T . on=10
5 . en=20
-y _
LY = n=50
021 5y « n=100
§ % o n=200
io K
0,11/ ?
5 10

a) Als PorssoN-Verteilung mit dem Parameter i bezeichnet man
die Wahrscheinlichkeitsverteilung mit

k
P(X=k)= £t

, kKON,

und der Verteilungsfunktion

0
G(x) =

fur x<0

m Iuk
e H L fir x>0 ’
T

wobei m die grofite ganze Zahl ist, fir die m<x gilt.

b) Erwartungswert und Varianz sind gegeben durch
E(X)=u
ViX)=o*=u

Wegen p=nlp muss die Wahrschein-
ilichkeit fur den Erfolg E sehr klein
' sein, dieses Ereignis ist also selten.

' Grenzkurve (n — o):

==t} 0= =

w22

: k _ n
R Ul )] 1—ﬂj
ek (- ) "

—

-1 e

i Druckfehler in Biichern, radioakti-
iver Zerfall, Lackfehler usw. lassen
isich in guter Nédherung durch die
i PoissoN-Verteilung beschreiben.

P(X=F)
A
0,2+ H=4
0,11
_ [ k
5 10

k=0

! - k
E(X) =tk Ef;—' =
: TAYLOR-Reihe

=M u”

k-1

i, H
R 7y

' Der Beweis fiir die Varianz verlauft
' analog.

16. Februar 2003

Seite 8 von 10



Erweiterter Wahrscheinlichkeitsbegriff (Axiome, Wahrscheinlichkeitsverteilungen)

Normalverteilung (Gauss-Verteilung)

Wir betrachten noch einmal n-stufige BERNOULLI-Experimente mit
steigender Anzahl n von Wiederholungen, wobei aber diesmal die
Wahrscheinlichkeit p konstant bleiben soll. Zum besseren Ver-
gleich werden standardisierte Verteilungen benutzt und zwar in
der Form, dass alle Histogramme der Wahrscheinlichkeitsvertei-
lungen den gleichen Fliacheninhalt aufweisen sollen (Normieren).
Um tibersichtlichere Diagramme zu erhalten, werden nur die
Rechteckhohen (iber den Seitenmitten) eingezeichnet:

o P(X=k)
A
0.4
;ﬂhﬁ. —02 on=10
it =0 e n=20
s T8 o n=50
£ « =100
$0.27 ¢ o n=200
{ g
Folr %
f %
ST S B, SO
4 2 2 4

Es zeigt sich, dass mit zunehmender Anzahl »n die Punkte immer
besser auf einer bestimmten Kurve liegen: Gauss’sche Glocken-
kurve. Auf die Herleitung des Bildungsgesetzes dieser Funktion
muss verzichtet werden.

a) Eine stetige Zufallsgrofle Z ist standard-normalverteilt (mit
dem Erwartungswert 0 und der Varianz 1), wenn der Vertei-
lung die Gauss’sche Dichtefunktion (Glockenkurve)

pz)= "

zu Grunde liegt. Die Verteilungsfunktion ist gegeben durch

z UZ
D(z) == DJ‘e_T [Hu

Bemerkung: Das Integral kann nur nédherungsweise ausge-
wertet werden, die Werte liegen allerdings in tabellarischer
Form vor.

b) Liegt fiir eine Zufallsgroe X die Wahrscheinlichkeitsdichte
in der Form

g =l

vor, so ist X normalverteilt mit dem Erwartungswert ¢ und
der Varianz o?.

' Fiir die standardisierte ZufallsgroBe
Z=3(X - gilt 2 -z, =5 ),
' d. h., die Rechteckhshen miissen fiir
' die Normierung mit ¢ multipliziert
werden.

LAPLACE - Bedingung: Gilt fiir eine bi-
i nomialverteilte Zufallsvariable

150 konnen die Wahrscheinlichkeits-
' werte in guter Niaherung mittels der
1 Gauss‘schen Dichtefunktion berech-
net werden:

Beispiele normalverteilter Grofen:
| (zuféllige) Messfehler, Fiillmengen

' Wegen der Symmetrie ¢(—z)=¢(z)
1 gilt @(—z)=1- @(z) und daher sind in
' den Tabellen die Werte von ¢ und @
ab z=0 bis ca. z=5 angegeben.

' Beweis: Wegen X=0[Z+u und der
Bemerkung tuber linear transfor-
i mierte Zufallsvariablen ergibt sich
i sofort die Behauptung.

o >9).

rx=h =4 1)
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Erweiterter Wahrscheinlichkeitsbegriff (Axiome, Wahrscheinlichkeitsverteilungen)

Eigenschaften der Normalverteilung

a)

b)

c)

d)

Wichtige Teilfldchen und ihre Berechnung mittels der Vertei-
lungsfunktion:

gx) )

\ g . o

/\ P(X<a)=G(a)
Pla<x<h) | Wi §W2 Pla<X<b)=G(b)-G(a)
T Pb<X)=1-G(b)

P(b<X)
'

P(X<a)

> X

a U b

Zum Skizzieren praktisch: die Wendepunkte W ,(y* o|yw),
wobei yy ca. 61% der Maximalhoéhe entspricht.

Fir eine normalverteilte Zufallsvariable gilt:
P(u-o<X<su+0)=683%

P(u-20<X<u+20)=955%
P(u-30<X<u+30)=99,7%

bzw.

P(1 1960 < X < 1 +1,960) = 95,0%
P(i~2,580 < X < p1+2,580) = 99,0%
P(H=3290 < X < i +3,290) =99,9%

Bemerkung: Diese Wahrscheinlichkeitsaussagen sind die zur
Ungleichung von CEBYSEV dquivalenten Formulierungen.

Niherung einer Binomialverteilung (x4 =nlp, o’ >9) durch
die Normalverteilung:

P(X <k)= ®(L Ik +0,5- 1))

Pk, < X < k) = Dk, +0,5 - 1)) DL Uk, ~ 0,5 - 2)
P(X =k)=P(L Uk +0,5- 1)~ P(L Wk =05~ 1))

Zentraler Grenzwertsatz: Die Verteilung einer Summe
von n unabhéngigen Zufallsgréfen X; ndhert sich mit steigen-
der Anzahl n zunehmend einer Normalverteilung an. Fur den
Erwartungswert und die Varianz gilt dabei:

n n
/’1 = zﬂz 0'2 = Za‘lz
i=1 i=1

Folgerung aus dem Zentralen Grenzwertsatz: Werden aus ei-
ner Grundgesamtheit mit dem Mittelwert g, und der Stan-
dardabweichung g, Stichproben mit dem Umfang n gezogen,
so sind die Mittelwerte der Stichprobe annéhernd normalver-
teilt mit

H=p, o =1l

Bemerkung: Die Stichprobenmittelwerte streuen also weni-
ger als die Messwerte um den (gemeinsamen) Mittelwert.

iGebrauch der Tabelle fur die stan-
i dardisierten Normalverteilung: Mit

Lz, =L 0a-p)gilt
G(a) = @(z,)
| Ga)=1-&(-z,)

fiura= u

fura <y

Liegen a und b>a symmetrisch zu 4,
1 so gilt

[Pla<x<h=200(,)-1]

'Im ersten Fall bedeutet dies zum
' Beispiel fiir normalverteilte Mess-
i fehler: Abweichungen um mehr als
o vom Mittelwert sind nur bei etwa
1 jeder dritten Messung zu erwarten.

'Die zweiten Wahrscheinlichkeiten
sind im Zusammenhang mit dem
i Schitzen von (Verteilungs-) Para-
i metern bzw. Testen von Hypothesen
rvon Bedeutung.

(Die auf Mo1vre und LAPLACE zuriick-
rgehende Niherung heilit ,Integrale
i Ndherungsformel®.)

' Dieser Satz liefert auch die Begriin-
rdung dafiir, dass viele MessgroBen
' anndhernd normalverteilt sind.

Betrachtet man die Stichprobenwer-
'te als Werte von Zufallsvariablen X;
| (gleiche Verteilung, gleicher Erwar-

'tungswert 4., gleiche Varianz o?),
1 50 beschreibt die Grofle

}::%i){i
| i=l

das Stichprobenmittel und es gilt:
| E(X)=1hy, und V(X) =L GD?.
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